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Resumen. El presente trabajo propone extender la vision basada en teoria de
conjuntos sobre medidas de similitud en objetos con atributos binarios y que
también pueden ser presentados en forma de tabla de contingencia. Se analiza las
propiedades de diferentes medidas de similitud lo cual permite clasificarlas.

Palabras clave: Teoria de conjuntos, medidas de similitud, clasificacion.

Analysis of Properties of Similarity Metrics
with Binary Attributes

Abstract. We propose to extend an approach based on the set theory for
similarity metrics with binary attributes that can be presented as a contingence
table. We analyze different properties of similarity that allow us to classify them.

Keywords: Set theory, similarity metrics, classification.

1. Introduccion

El anélisis de medidas de similitud con atributos binarios y 2x2 tablas de
contingencia ha recibido considerable atencion durante muchos afios en varios trabajos
de mineria de datos y reconocimiento de patrones [1,4-20]. Hasta este momento se han
desarrollado decenas de medidas de similitud. Dependiendo del campo u objeto de
estudio [6, 4], aplicacidn, estructura o la forma con que se trata a los atributos, se intenta
seleccionar la medida méas adecuada lo cual impactaria directamente en la precision de
los resultados obtenidos y ademas en la reduccién de tiempo y proceso. Dicha tarea no
es nada trivial puesto que en su estudio se consideran diferentes aspectos tales como
cumplir con ciertas propiedades mateméticas [2] o que tan correlacionadas estan dos
medidas entre si [5].

De manera informal una medida de similitud es una funcién cuyo valor real
cuantifica la semejanza entre dos objetos. Esta es utilizada para medir hasta qué punto
dos objetos, de acuerdo con los valores de sus atributos (caracteristicas), son similares.
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Es importante considerar los diferentes puntos de vista desde los cuales se analiza y
mide la similitud entre instancias ademas de la forma utilizada por la medida en
cuestién, por ejemplo medidas basadas en posibilidad y probabilidad [9, 21] que
evallan la generalidad y confiabilidad de ciertas reglas. Otra forma de medir similitud
entre instancias es utilizando objetos cuyos atributos solo se encuentran en {0, 1}. Estos
valores determinan la ausencia o presencia de una caracteristica, pero méas en general,
una medida de similitud binaria estima las relaciones por las cuales dos objetos estan
siendo agrupados (relaciones taxonémicas).

Por otra parte en ocasiones también se consideran restricciones como
“normalizacion” lo que obliga a que la medida se encuentre entre un intervalo dado,
que por lo general se encuentra en [0, 1] o para ciertas medidas en [-1, 1] en donde
inclusive en varios estudios no hacen explicita la diferencia de si una medida en
cuestion se encuentra en los intervalos anteriores [7].

En este articulo son estudiadas diferentes propiedades que una medida de similitud
debera satisfacer. Se analizan aquellas que en la literatura se consideran fundamentales,
tales como reflexividad y simetria; ademéas de otras propuestas en [2, 3] como
reflexividad estricta, débil similitud de reflexiones, cancelacién de las reflexiones y no
similitud de reflexiones.

Este trabajo propone una metodologia para analizar y comparar diferentes medias
de similitud basado en su cumplimiento de propiedades importantes para clasificar estas
medidas y generar nuevas medias de similitud y de asociacion con métodos
considerados en [2,3]. Esta metodologia esta basada en la representacién de medidas
de similitud en términos de teoria de conjuntos que da un método sencillo de investigar
propiedades de estas medidas. Se propone un agrupamiento de medidas basado en lo
anterior. Las medidas utilizadas en este trabajo son mas populares de area de
reconocimiento de patrones pero son solo algunas de las mostradas en [7], sin embargo
para trabajo futuro este estudio contempla ser extendido para todas estas medidas.

El resto de este trabajo estd organizado de la siguiente manera: en la seccién 2, se
da la caracterizacion de las medidas de similitud utilizando conjuntos. En la seccion 3
se realiza el estudio de las propiedades propuestas. En seccion 4 se propone un
agrupamiento basado en las propiedades estudiadas y por Gltimo en la seccién 5 se
exponen las conclusiones obtenidas.

2. Representacion medidas de similitud en conjuntos

Sea X = {xy, ..., x,} el conjunto de atributos con valores binarios. Un objeto es un
conjunto de atributos que este posee. Entonces sean A € X y B € X dos objetos que
estan definidos como conjuntos de atributos sobre X. Las medidas de similitud para
datos binarios pueden ser expresadas como funciones de cuatro cantidades tales como
lo presentado en Tabla 1:

a es numero de atributos en comun por los dos objetos A y B;

b es nimero de atributos en A pero no en B;

¢ es nimero de atributos en B pero no en 4;

d es nimero de atributos que no se encuentran en ninguno de los dos A y B.
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Tabla 1. Tabla de contingencia 2x2

B B
A a b
A c d

La misma tabla de contingencia aparece cuando A y B son variables binarias como
A = tiene gripa y B = tiene temperatura alta, en este caso el resultado de la
muestra de n = a + b + ¢ + d personas esta dado por:

a nimero de personas que poseen los atributos A y B;
b nimero de personas que poseen A pero no B;
¢ nimero de personas que poseen B pero no A;|

d nimero de personas que no poseen ninguno de los dos Ay B.

En el siguiente texto para definir la caracterizacion de las medidas de similitud se
utilizara la primera interpretacion de Tabla 1. También esta tabla es posible escribirla
en términos de conjuntos como en Tabla 2.

Tabla 2. Tabla de contingencia para los conjuntos Ay B

B
A |A N B| |A N B|
A |A N B| |A N B|

Lo anterior es importante debido a que existen diferentes caracterizaciones de esta
tabla dependiendo del enfoque analizado [9, 15, 18]. Una vez establecido lo anterior se
puede también reescribir aquellas medidas de similitud que trabajen con objetos
binarizados. La Tabla 3 muestra las medidas mas populares en las tareas de
clasificacion y reconocimiento de patrones para medir semejanza entre objetos cuyos
valores de atributos son binarios con su correspondiente forma en conjuntos [7].

Como se sabe, un conjunto es una coleccion de objetos no ordenados, donde los
elementos estan separados por comas dentro de simbolos de llaves. No estan ordenados
debido a que {a, b} = {b,a}. Por lo tanto una medida de similitud S(4, B) donde A y
B son dos conjuntos también cumple con que: la similitud es grande cuando A y B estan
cerca, la similitud es pequefia cuando estos estan lejos y normalmente es igual a 1
cuando estos son iguales (propiedad de reflexividad), y se encuentran entre el
intervalo [0, 1].

Lo anterior muestra que algunas medidas son idénticas entre si a la hora de realizar
la medicion con sus valores, tal es el caso de las medidas de Dice y Czekanowski que
tratan de la misma forma a sus variables. Ademas de Sokal y Michener se puede inferir
que |ANB|+|AnB|=|A@B|, IAnB|+|AnB|+|AnB|+|AnB|=|U| y
|[ANnB|+|ANB|+|ANB| =|AuU B| para de esta manera aclarar su uso.
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3. Propiedades estudiadas

Formalmente una medida de similitud esta definida como una funcién S: X x X —
[0,1] que cumple con algunas propiedades consideradas posteriormente. En [2] y [3] se
propone que estas deben cumplir también con las siguientes propiedades ademas de
simetria y reflexividad:

P1.S(4,B) = S(B,A) (simetria),

P2.5(4,A) =1 (reflexividad),

P3.S(4,B) < S(4,A)siB+ A (reflexividad estricta),
P4.S(4,4) < 1 (débil similitud de reflexiones),
P5.S(4,B) = S(4,B) (cancelacion de las reflexiones),
P6.S(4,4) = 0 (no similitud de reflexiones).

Tabla 3. Definicién de algunas medidas de similitud para datos binarios y su correspondiente
representacion en términos de conjuntos

Representacién Binaria Representacion en Conjuntos

1 S ~ a |A N BJ|
JACCARD = == |A U B|
SpICE,CZEKANOWSKI = SNEI & LI
2 B 2a 2|f£ﬂB| _
T 2a+b+c 2IAnB|+|ANnB|+|ANnB]|
; o sane
S3W—]ACCARD=m 3JANB|+|AnB| +|AnB|

A S_SOKAL & SNEATH-I 1A N Bl
T a+2b+2c |[AnB|+2]ANnB|+2]ANnB|

SSOKAL& MICHENER

5 mic [A@B| |AnB|+|ANnB|
a =

- - [U] [U]
a+b+c+d
SsOKAL & SNEATH-1I
6 = SGOWER & LEGENDRE 2(lANnB|+|AnB|)
2(a+d
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T2a+b+c+2d

SROGER & TANIMOTO
a+d

“a+20b+o)+d

21AnB|+|AnB|+|AnB|+2|An B|

|[AnB| +|ANnB|
|JAnB|+2(JAnB|+|ANnB|) + |AnB|
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Representacion Binaria Representacion en Conjuntos
8 s _ a+05d |[AnB|+0.5|4AnB|
FAITH = g+ b+c+d U]
9 a |A N BJ|
SRUSSEL & RAO = i btcrd [U]
a |A N B

10

SocHal-1 = J@+bh@+o VUANBI+]AnBN(AN Bl + AN B

En latabla 4, se muestra la verificacion de las propiedades P1 — P6 sobre las medidas
propuestas dentro de la tabla 3, donde (e) implica que cumple con la propiedad y (o)
que no la cumple.

Tabla 4. Tabla que muestra la verificacion de las propiedades P1 — P6.

PL P2 P3 P4 P5 P6

1 SIACCARD ° ° ° ° o °
2 Sbice, SczEKANOWSKI, SNEI & LI ° ° ° ° o °
3 S3w-JACCARD ° ° ° ° o °
4 SSOKAL & SNEATH-I ° ) ° ° o °
5 SSOKAL & MICHENER ° ) ° ° ° °
6  SSOKAL & SNEATH-Il, SGOWER & LEGENDRE ~ @ ° ° ° ° °
7 SROGER & TANIMOTO ° ) ° ° ° °
8 SFAITH [ ] O [ ] [ ] (@) [
9 SRUSSEL & RAO ° o ° ° o °
10 SOCHAI-I [ [} [ ] [ ] O [ ]

Mostrar todas las comprobaciones de estas propiedades para cada una de las
medidas de similitud tomaria mucho espacio, sin embargo se muestran algunas
comprobaciones realizadas.

Para poder probar dichas propiedades, se retoman algunas identidades que resultan
atiles, tales como:

A—-B=AnNnB (diferencia entre conjuntos),
AUA =4, ANA=A (leyes de idempotencia),
A=4 (ley de complementacidn),
AUB =BUA, ANB=BnNnA (leyes de conmutatividad),
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NnB
UA

A AUB, AUB=ANB (leyes de De Morgan),
A U, ANA=0 (leyes de complemento).
Ejemplo 1. La propiedad de simetria (P1) para Jaccard:

|A N B|

[ANB|+|ANnB|+|ANnB|

S(A,B) =
Se comprueba remplazando A por B respectivamente segln lo establecido en la
funcion S, dada por:

|B N A|
IBNA|+|BnA|l+|BnAl

S(B,A) =
De lo anterior podemos observar que a través de las leyes de conmutatividad se
obtiene:
S(A,B) =5(B,A)
es decir cumple con la propiedad.

Ejemplo 2. La propiedad de reflexividad (P2) para Faith:

|AnB|+0.5|AnB]|

S(A,B) = Ui

Se comprueba de la siguiente forma:

|ANnA|+0.5]AnA|

S(4,4) = i

Utilizando las identidades de leyes de complementos y de idempotencia es posible
verque [ANA|=]A|,|1AnA| = |Aly|An A| =0, |A n A] = 0 respectivamente para
los términos |[A N B| y |[A n B en |U]. Por lo tanto se obtiene:

Al +05]|4
S(4,4) = u
1Al + 1Al
De ahi que para esta medida se tiene:
S(A,A) # 1,

es decir no cumple con la propiedad.
Ejemplo 3. La propiedad de no similitud de reflexiones (P6) para Russel & Rao:

|4 N A

S(4,4) = 0]

Inmediatamente por ley de complemento se tiene que |ANA| = |@| = 0 y por lo
tanto:
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S(4,4) =0,

es decir, cumple con la propiedad.

4. Agrupamiento por propiedades

Basandose en la tabla 4 entonces se puede agrupar en diferentes clases a estas
medidas. Dichas clases pueden ser parcialmente ordenadas de tal manera que una clase
contiene a otra. Las clases quedan definidas por las clases C1, C2 y C3 respectivamente
y cada una de ellas esta dada por:

- C1={P1— P6}y contiene a las medidas Sokal & Michener, Sokal & Sneath-
I, Gower & Legendre y Roger & Tanimoto, con nimeros 5 — 7.

- €2 ={P1 — P4, P6}y contiene a las medidas Jaccard, Dice, Czekanowski, Nei
& Li, 3W-Jaccard, Sokal & Sneath-1'y Ochai-I o basandose en la numeracion de
la tabla 4, con nimeros 1 — 4y 10.

- €3 ={P1,P3,P4,P6 }y contiene a las medidas Faith y Russel & Rao o las con
ndmeros 8 y 9.

Lo anterior también puede verse utilizando una notacién conjuntista de inclusién
donde:

C3c(C2c(Cl

5. Conclusiones

Este articulo presenta un estudio en relacién a medidas de similitud populares en
diferentes areas como clasificacion y reconocimiento de patrones, utilizando y
extendiendo el punto de vista de conjuntos lo que permite analizar a estas medidas
bas&ndose en las propiedades propuestas P1 — P6. Este andlisis permite ver que estas
medidas pueden ser agrupadas en diferentes clases C1, C2, C3. Se puede mencionar que
se encontro que una medida bastante popular como Russel & Rao que pertenece a clase
€3 no cumple con propiedad de reflexividad P2 que normalmente esti considerada
como obligatoria para medidas de similitud; por esto el uso de esta medida en tareas de
clasificacion y reconocimiento de patrones es cuestionable. Se debe mencionar que las
medidas de la clase C1 en comparacién con las de la clase €2 cumplen una importante
propiedad como lo es P5 y debido a esto resultarian mas Utiles en algunas tareas de
andlisis de datos.

Para trabajo futuro, a partir de las propiedades estudiadas puede extenderse
continuando con el anélisis sobre la mayoria de medidas de similitud, disimilitud y
asociacion conocidas en varios estudios [7, 9, 18] para establecer sus propiedades y
clasificarlas dependiendo de lo anterior y generar nuevas medidas que tienen
propiedades deseables.
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